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Semantica operacional para 7 |l

Definicién 1
La relacion de evaluacion en un paso — sobre los términos de 7 esta
definida mediante las siguientes reglas:

if true then to else t3 — to E-IETRUE if false then to else t3 — t3 E-IFFALSE
t1 — t1 t1 — t1
: — E-Ir —— - E-Succ
if t1 then to else tg3 — if t'; then to else t3 succ t1 — succ ty
— E- E-PRrREDSUCC
pred 0 — 0 8- e Ay pred (succ nvi) — nvy
t1 — t BE.P
N N Y B -PRED —— =
pred t; — pred t/ iszero 0 — true ISR
t1 — th
- E-IszErROSUCC - - .~ E-IsZErO
iszero (succ nvy) — false iszero t1 — iszero t't
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La evaluacién en un paso es determinista |

Teorema 2 (La evaluacién en un paso es determinista)

Sit—t' yt—t” entonces t’ = t".
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La evaluacién en un paso es determinista |

Teorema 2 (La evaluacién en un paso es determinista)

Sit—t' yt—t” entonces t’ = t".

Demostracion: Sobre la estructura de t.
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La evaluacién en un paso es determinista |

Teorema 2 (La evaluacién en un paso es determinista)

Sit—t' yt—t” entonces t’ = t".

Demostracion: Sobre la estructura de t.
o t = if t1 then t9 else ts.
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La evaluacién en un paso es determinista |

Teorema 2 (La evaluacién en un paso es determinista)

Sit—t' yt—t” entonces t’ = t".

Demostracion: Sobre la estructura de t.

@ t = if t1 then ty else tg3.

. E-IFTRUE
e Si t; = true evaluando a t obtenemost = — t5. Note que no se

puede aplicar E-IFFALSE ya que t; # false, tampoco podemos aplicar
E-IF ya que esta regla tiene como premisa evaluar a t1, pero no existe

alguna regla de evaluacién en un paso para true, asi evaluando

E-IFTRUE
nuevamente a t obtenemos t = —  to, claramente to = to.
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La evaluacién en un paso es determinista |

Teorema 2 (La evaluacién en un paso es determinista)

Sit—t' yt—t” entonces t’ = t".

Demostracion: Sobre la estructura de t.
o t = if t1 then t9 else ts.

. E-TFFALSE
o Sit; = false evaluando a t obtenemos t =~ — " t3. Note que no se

puede aplicar E-IFTRUE ya que t; # true, tampoco podemos aplicar
E-IF ya que esta regla tiene como premisa evaluar a t1, pero no existe

alguna regla de evaluacién en un paso para false, asi evaluando

E-IFFALSE
nuevamente a t obtenemos t =~ — 7 t3, claramente t3 = t3.
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La evaluaciéon en un paso es determinista |l

@ t = if t1 then to else tg3.
e Sity # true y t; # false entonces evaluando a t obtenemos
t A it t'1 then to else t3 al aplicar la regla
tl — tll
if t1 then tq else t3 — if t/; then to else t3 E_IF. Si volvemos a

E-Ir . .
evaluar a t obtenemos t — if t" then to else t3 por la misma regla
E-IF, aplicando la hipétesis de induccién a t; — t'1 y t1 — t';
tenemos que t'; = t”;. Por lo tanto tenemos que:

if t; then ts else t3 = if t”} then t else ts.

inez (FCC-BUAP)



La evaluacién en un paso es determinista Ill

E-Succ
@ t = succ t1 entonces evaluando a t obtenemos t =% succ t’ al

ty — tll
. ~ E-Succ ..
aplicar la regla succ t; — succ t'; . Si volvemos a evaluar a t
E-Sycc . .
obtenemos t = succ t”| por la misma regla E-Succ, aplicando la
hipétesis de induccién a t; — t/ y t; — t"} tenemos que t} = t].

Por lo tanto tenemos que:

/ "
succ t' =succ t".
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La evaluacién en un paso es determinista IV

o t = pred t;.

. E-PREDZ
e Sit; =0 evaluando a t obtenemos t = =" (. Note que no se

puede aplicar E-PREDSUCC ya que t; # (succ nvy ), tampoco
podemos aplicar E-PRED ya que esta regla tiene como premisa evaluar
a t1, pero no existe alguna regla de evaluacién en un paso para 0, asi

E-PREDZERO
evaluando nuevamente a t obtenemos t — 0, claramente 0 = 0.

z (FCC-BUAP)




La evaluacién en un paso es determinista IV

o t = pred t;.

. E-PrEDSUCC
e Sit; = (succ nvy) evaluando a t obtenemos t — nvi. Note que

no se puede aplicar E-PREDZERO ya que t; # 0, tampoco podemos
aplicar E-PRED ya que esta regla tiene como premisa evaluar a tq,
pero no existe alguna regla de evaluacién en un paso para (succ nvy)
(aqui es importante aclarar que existe la regla para succ t1, es decir el

sucesor de un término, no del valor numérico nvy), asi evaluando

E-PREDSUCC
nuevamente a t obtenemos t — nvy, claramente nvy; = nvy.
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La evaluacién en un paso es determinista V

o t = pred t;.
e Sit; # 0y t; # (succ nvy) entonces evaluando a t obtenemos
t1 — tll
E-PRED E-PRED

Si

E-PRED 7 .
volvemos a evaluar a t obtenemos t =~ — pred t"; por la misma regla
E-PRED, aplicando la hipétesis de induccién a t; — t4 y t; — t";
tenemos que t; = t”;. Por lo tanto tenemos que:

t —  pred t al aplicar la regla pred t; — pred t/

pred t' = pred t”.
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La evaluacién en un paso es determinista VI

@ t = iszero t.

. E-ISZEROZERO
e Si t; = 0 evaluando a t obtenemos t — true. Note que no se

puede aplicar E-ISZEROSUCC ya que t; # (succ nvy ), tampoco
podemos aplicar E-ISZERO ya que esta regla tiene como premisa

evaluar a t1, pero no existe alguna regla de evaluacién en un paso para

, E-ISZEROZERO
0, asi evaluando nuevamente a t obtenemos t — true,

claramente true = true.
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La evaluacién en un paso es determinista VI

@ t = iszero t.

. E-IszErROSUCC
o Sit; = (succ nv;) evaluando a t obtenemos t =~ =5 false. Note

que no se puede aplicar E-ISZEROZERO ya que t; # 0, tampoco
podemos aplicar E-ISZERO ya que esta regla tiene como premisa
evaluar a t1, pero no existe alguna regla de evaluacién en un paso para
(succ nvy) (aqui es importante aclarar que existe la regla para succ t,

es decir el sucesor de un término, no del valor numérico nvy), asi

E-IszErROSUCC
—

evaluando nuevamente a t obtenemos t false, claramente

false = false.
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La evaluaciéon en un paso es determinista VII

@ t = iszero t.
e Sity # 0y t; # (succ nvy) entonces evaluando a t obtenemos
t, — tll
t E-ISZErRO

=" iszero t al aplicar la regla iszero t; — iszero t’

. E-ISZERO . .
Si volvemos a evaluar a t obtenemos t = iszero t’} por la misma

regla E-ISZERO, aplicando la hipétesis de induccién a t; — t y
t1 — t”; tenemos que t; = t". Por lo tanto tenemos que:

E-ISZERO

iszero t’ = iszero t”.
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Valores

Definicién 3

Los valores del lenguaje 7 estan dados por la siguiente gramatica:

v ::= true|false|nv

nv ::= 0|succ nv

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Propiedades semanticas de 7



Forma normal

Definicion 4

Un término t estd en forma normal si ninguna regla de evaluacién se
puede aplicar a él, es decir, si no existe t’ tal que t — t’. También decimos
que “t es una forma normal” como abreviatura de “t es un término en

forma normal”.
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Todo valor esta en forma normal

Teorema 5

Todo valor v esta en forma normal.

Demostracion: Por casos de acuerdo a la forma de v, siguiendo la
Definicién 3.
@ v = true. Como se puede observar en la Definicién 1 no existe

ninguna regla de evaluacién cuyo lado izquierdo empate con true, por
lo tanto true esta en forma normal.
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Todo valor esta en forma normal

Teorema 5

Todo valor v esta en forma normal.

Demostracion: Por casos de acuerdo a la forma de v, siguiendo la
Definicién 3.

o v = false. Como se puede observar en la Definicidén 1 no existe

ninguna regla de evaluacién cuyo lado izquierdo empate con false, por
lo tanto false estd en forma normal.
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Todo valor esta en forma normal

Teorema 5

Todo valor v esta en forma normal.

Demostracion: Por casos de acuerdo a la forma de v, siguiendo la
Definicién 3.

@ v = 0. Como se puede observar en la Definicién 1 no existe ninguna
regla de evaluacién cuyo lado izquierdo empate con 0, por lo tanto 0
estd en forma normal.
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Todo valor esta en forma normal

Teorema 5

Todo valor v esta en forma normal.

Demostracion: Por casos de acuerdo a la forma de v, siguiendo la
Definicién 3.

@ v = succ nv. Como se puede observar en la Definicién 1 Sl existe una

regla cuyo lado izquierdo empata con succ nv, por lo tanto succ nv
NO estd en forma normal.
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Todo valor esta en forma normal

Teorema 5

Todo valor v esta en forma normal.

Demostracion: Por casos de acuerdo a la forma de v, siguiendo la
Definicién 3.

@ v = true. Como se puede observar en la Definicién 1 no existe
ninguna regla de evaluacién cuyo lado izquierdo empate con true, por
lo tanto true estd en forma normal.

o v = false. Como se puede observar en la Definicidén 1 no existe
ninguna regla de evaluacién cuyo lado izquierdo empate con false, por
lo tanto false esta en forma normal.

@ v = 0. Como se puede observar en la Definicién 1 no existe ninguna
regla de evaluacién cuyo lado izquierdo empate con 0, por lo tanto 0
estd en forma normal.

e v = succ nv. Como se puede observar en la Definicién 1 Sl existe una
regla cuyo lado izquierdo empata con succ nv, por lo tanto succ nv
NO estad en forma normal.
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Toda forma normal es un valor |

Teorema 6

Si t estd en forma normal entonces t es un valor.
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Toda forma normal es un valor |

Teorema 6

Si t estd en forma normal entonces t es un valor.

Demostracién: Usaremos la contrapositiva para hacer la demostracién, es

decir, demostraremos que si t no es un valor entonces t no estd en forma
normal.
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Toda forma normal es un valor |

Teorema 6

Si t estd en forma normal entonces t es un valor.

Demostracién: Usaremos la contrapositiva para hacer la demostracién, es

decir, demostraremos que si t no es un valor entonces t no estd en forma
normal.

o Si t = if t; then ts else t3 entonces se pueden aplicar alguna de las
reglas de evaluacién E-IFTRUE, E-IFFALSE o E-IF, por lo tanto t
no estd en forma normal.
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Toda forma normal es un valor |

Teorema 6

Si t estd en forma normal entonces t es un valor.

Demostracién: Usaremos la contrapositiva para hacer la demostracién, es

decir, demostraremos que si t no es un valor entonces t no estd en forma
normal.

@ Sit = pred t; entonces se pueden aplicar alguna de las reglas de
evaluaciéon E-PREDZERO, E-PREDSUCC o E-PRED, por lo tanto t
no esta en forma normal.
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Toda forma normal es un valor Il

e Si t = iszero t1 entonces se pueden aplicar alguna de las reglas de
evaluacién E-IsZEROZERO, E-IsSZEROSUCC o E-ISZERO, por lo
tanto t no estd en forma normal.
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Toda forma normal es un valor Il

@ Si t = succ t1 podemos aplicar la regla E-Succ y por lo tanto
concluiriamos que t no estd en forma normal. Note que aqui tenemos
ambigiiedad ya que de acuerdo con la Definicién 3 succ nv es un
valor el cual es un caso especial de succ t;. Es decir, un valor
nimerico nv o es 0 o es la composicién de un niimero arbitrario de
succs aplicados a 0. Mientras que succ t; es la aplicacién de succ a
cualquier término en T .
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Semantica operacional para T

Definicion 7
La relacién de evaluacion en multiples pasos —* es la cerradura

reflexiva y transitiva de la relacién de evaluacién en un paso. Es decir es la
relacién mas pequeiia que cumple las siguientes reglas.

t—=*t
t—t/
t =¥t

t =t 7 —*t
t —*t/
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Determinismo de formas normales |

Teorema 8

Sean u y u’ formas normales, si t —+* uy t —* u’ entonces u = u’.

Demostracion: Por induccién sobre la definicién de evaluacién en
mdltiples pasos (Definicién 7).

e t —* t, tenemos que t —* u, lo cual significa que u se derivé en cero
pasos, por lo tanto t = u. Si volvemos a evaluar tenemos que
t —* u’, asi necesariamente t = u’, pero t = u, por lo tanto u = u’.
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Determinismo de formas normales |

Teorema 8

Sean u y u’ formas normales, si t —+* uy t —* u’ entonces u = u’.

Demostracion: Por induccién sobre la definicién de evaluacién en
mdltiples pasos (Definicién 7).

t—t

e t —*t/, tenemos que t —* u, lo cual significa que u se derivé en un
paso. Si volvemos a evaluar tenemos que t —* u’, pero como la
evaluacién en un paso es determinista, entonces u = u’.
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Determinismo de formas normales Il

t =t =t

° t—*t/ , tenemos que t —* u, lo cual significa que u se
derivé en dos pasos o mds, pero eso es gracias a que t —t” y
t” —* u. Si volvemos a evaluar tenemos que t —* u/, pero eso es
gracias a que t — t"” y t”/ —* u’. Como la evaluacién en un paso es
determinista tenemos que t” = t”/, ahora aplicando la hipétesis de
induccién a t” —* uy at” —* v/, concluimos que u = u'.
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Terminacion de evaluacion |

Teorema 9 (Terminacién de evaluacion)

Para todo término t existe una forma normal t’ tal que t —* t'.

Demostracion: Por induccién sobre la estructura de t.

@ t = true; por el Teorema 5 como true es un valor entonces esta en
forma normal, lo cual quiere decir que se aplicé la regla de evaluacién
en cero pasos t —* t.

o t = false;

et=0;
t—=t" ot ot
o t = if t; then t5 else t3; aplicando la regla t—=*t tenemos
tres casos:

e Si t; = true entonces por la regla E-IFTRUE tenemos que
if true then t5 else t3 — to, pero por hipétesis de induccién to —* t/,
donde t’ estd en forma normal.
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Terminacion de evaluacion |l

e Si t; = false entonces por la regla E-IFFALSE tenemos que
if false then to else t3 — t3, pero por hipétesis de induccién t3 —* t/,
donde t’ estd en forma normal.

e Sity # true y if t; # false entonces por la regla E-IF tenemos que
if t1 then to else t3 — if t] then ty else t3, dado que t; — t}, ahora
por hipdtesis de induccién if t] then ty else t3 —* t/, donde t’ estd en

forma normal.
@ t = succ tq;
o t = pred tq;

@ t = iszero tq;
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Ejercicios

@ Termine la demostraciéon del Teorema 8.

© Proponga una sintaxis y una semdntica para que las demostraciones
de los Teoremas 2, 5, 6, 8 y 9 sean completamente correctas.
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